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1 第一次作业

1.1 对有裂纹的固体材料，其破坏按照断裂力学的观点是如何表述的？

在材料中存在裂纹时，裂纹尖端会产生应力集中现象，使得裂纹尖端的局部应力远高于材料整
体的应力水平。因此，即使整体应力较低，裂纹尖端的局部应力可能足以引起材料的破坏。最初，人
们对于固体材料的破坏认为是强度准则，但人们发现对于一些特殊的情况，强度准则并不适用，比如
有棱角的结构应该出现应力集中但没有发生破坏，因此人们引入了能量准则并成功进行了解释。断
裂力学的核心概念之一是应力强度因子，它描述了裂纹尖端附近的应力场。当应力强度因子达到材
料的临界值时，即当 K = Kc 时，材料发生断裂。这一临界值被称为材料的断裂韧性，它反映了材
料抵抗裂纹扩展的能力。而根据能量观点，当裂纹扩展时，系统的总能量（弹性能和表面能）必须
减少。材料会在裂纹扩展所需的能量释放速率等于或超过材料的断裂能时发生断裂。

1.2 为什么说裂纹顶端应力应变分布的渐近解在断裂力学里起着核心作用？

裂纹尖端是应力集中的关键区域，局部应力场的行为决定了材料是否会发生断裂。由于随着半
径 r 的增加，应力应变解中的其它项都趋近于零。渐近解能够准确描述裂纹尖端附近的应力和应变
分布，尤其是在裂纹尖端极小范围内的高应力区域。因此，它为理解和预测裂纹在应力集中条件下
的扩展提供了精确的数学模型。并且，材料是否发生裂纹扩展，通常取决于裂纹尖端的应力强度因
子是否达到材料的临界应力强度因子 Kc。渐近解直接关系到应力强度因子的 Kc 计算，渐近解表
明，裂纹尖端的应力随着距离裂纹尖端的距离 r 近似为 1/

√
r 的形式发散。应力强度因子控制了这

种发散的幅度，从而成为表征裂纹尖端应力场的核心参数。通过渐近解，可以精确计算应力强度因
子，并与材料的断裂韧性进行比较，从而判断材料是否会断裂或裂纹是否会扩展。并且渐近解适用
于三种类型的裂纹构型，通过引入不同的应力强度因子统一描述三种裂纹扩展模式。无论裂纹受拉
伸、剪切或撕裂作用，渐近解都能为这些不同的裂纹扩展模式提供统一的数学框架。此外，它也可
以用于各种材料（如金属、陶瓷和聚合物）以及各种裂纹形状和加载条件下的分析。

1.3 阅读参考书，并从椭圆孔口问题分析的角度推导出 I 型和 II 型裂纹问题的裂尖
渐近解。

对于椭圆孔口问题。如图 1所示，假设一薄板中存在有距离边界较远的椭圆形孔口，其长轴与
短轴长度分别为 2a 与 2b，在与 x 轴成 α 角的方向受有均匀拉应力 q。

图 1: 椭圆孔口问题

此时有应力函数解答
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φ(ζ) =
qR

4

[
1

ζ
+
(
2e2iα−m

)
ζ

]
, (1.3.1a)

ψ(ζ) = −qR
2

[
1

ζ
e2iα +

ζ3e2iα+(me2iα−m2−1)ζ

mζ2 − 1

]
, (1.3.1b)

其中 R = (a + b)/2，m = (a − b)/(a + b)，ζ 为保角变换后的区域，且变换关系式为 z = x + iy =

ω(ζ) = R (1/ζ +mζ)。

图 2: I 型裂纹问题

对于上述解答退化为 I 型裂缝问题，即当 b = 0 时，有 R = a/2，m = 1，z = (1/ζ + ζ) a/2。
且考虑拉力垂直于裂纹，即 α = π/2，式 1.3.1简化为

φ(ζ) =
qa

8

(
1

ζ
− 3ζ

)
, (1.3.2a)

ψ(ζ) =
qR

4

(
1

ζ
− ζ3 + 3ζ

1− ζ2

)
, (1.3.2b)

ζ =
z

a
−
√
z2

a2
− 1, (1.3.2c)

再根据应力和位移的复变函数表示

σy + σx = 4Re[φ′(z)], (1.3.3a)

σy − σx + 2iτxy = 2[z̄φ′′(z) + ψ′(z)], (1.3.3b)

可以得到

σy + σx = q

[
2Re z√

z2 − a2
− 1

]
, (1.3.4a)

σy − σx + 2iτxy = q

[
2ia2y

(z2 − a2)3/2
+ 1

]
. (1.3.4b)

如图 2所示，考虑裂纹尖端为原点的极坐标系，有几何关系

z = a+ r cos θ + ir sin θ, (1.3.5a)

y = r sin θ, (1.3.5b)
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将式 1.3.5代入式 1.3.4，只保留其中随着 r 的减小而增大的主项，略去其中的次要项，可以得到

σy + σx = q

√
2a

r
cos θ

2
, (1.3.6a)

σy − σx + 2iτxy = q

√
2a

r
sin θ

2
cos θ

2

(
sin 3θ

2
+ i cos 3θ

2

)
. (1.3.6b)

进而解得

σx = q

√
2a

r
cos θ

2

(
1− sin θ

2
sin 3θ

2

)
, (1.3.7a)

σy = q

√
2a

r
cos θ

2

(
1 + sin θ

2
sin 3θ

2

)
, (1.3.7b)

τxy = q

√
2a

r
sin θ

2
cos θ

2
cos 3θ

2
. (1.3.7c)

图 3: II 型裂纹问题

对于上述解答退化为 II 型裂缝问题，即当 b = 0 时，有 R = a/2，m = 1，z = (1/ζ + ζ) a/2。
且考虑 α = π/4 的方向受均布拉力 q，α = −π/4 的方向受均布压力 q，式 1.3.1简化为

φ(ζ) =
iqa
2
ζ, (1.3.8a)

ψ(ζ) =
iqa
2

(
1

ζ
+
ζ3 + ζ

1− ζ2

)
, (1.3.8b)

ζ =
z

a
−
√
z2

a2
− 1, (1.3.8c)

再根据式 1.3.3，可得

σy + σx = −2qRe iz√
z2 − a2

, (1.3.9a)

σy − σx + 2iτxy = q
ia2z̄ + iz(2z2 − 3a2)

(z2 − a2)3/2
. (1.3.9b)

如图 3所示，考虑裂纹尖端为原点的极坐标系，有几何关系

z = a+ r cos θ + ir sin θ, (1.3.10a)

z̄ = a+ r cos θ − ir sin θ, (1.3.10b)
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将式 1.3.10代入式 1.3.9，只保留其中随着 r 的减小而增大的主项，略去其中的次要项，可以得到

σy + σx = −q
√

2a

r
sin θ

2
, (1.3.11a)

σy − σx + 2iτxy = q

√
2a

r

[
sin θ

2

(
1 + cos θ

2
cos 3θ

2

)
+ i cos θ

2

(
1− sin θ

2
sin 3θ

2

)]
. (1.3.11b)

进而解得

σx = −q
√

a

2r
sin θ

2

(
2 + cos θ

2
cos 3θ

2

)
, (1.3.12a)

σy = q

√
2a

r
sin θ

2
cos θ

2
cos 3θ

2
, (1.3.12b)

τxy = q

√
a

2r
cos θ

2

(
1− sin θ

2
sin 3θ

2

)
. (1.3.12c)

2 第二次作业

2.1 画出角分布函数的函数曲线。

如图 4所示。

2.2 什么是应力叠加原理?

应力叠加原理表述为在连续体中，若某一点的应力是由多个外力或载荷作用引起的，则该点的
总应力可以看作是由各个载荷所产生的应力的代数和。这一原理基于线性弹性材料的性质。

2.3 如何从典型的裂纹渐近解获得复合型裂纹的渐近解？

首先判断复合型裂纹的问题类型，例如平面问题、空间剪切问题、空间拉-剪耦合问题，分析其
由哪些典型裂纹组合而成。之后利用应力叠加原理，将各个裂纹的应力场叠加，进而从典型裂纹的
渐近解推导出复合型裂纹的渐近解。

2.4 如何理解确定应力强度因子的方法？

在确定应力强度因子时，我们不能将渐近解带入表达式，因为本身应力强度因子的推导是借助
了渐近解。具体可以通过实验方法测量、有限元法、边界元法、差分法、能量法、力学理论解等解
析数值或实验方法测得应力的大小，进而确定应力强度因子。
确定应力强度因子的公式为

KI = lim
r→0

√
2πrσ22(r, θ)|θ=0, (2.4.1a)

KII = lim
r→0

√
2πrσ12(r, θ)|θ=0, (2.4.1b)

KIII = lim
r→0

√
2πrσ23(r, θ)|θ=0. (2.4.1c)

其中的应力 σ 均为裂纹前方实际应力状态。
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(a) I 型裂纹 (b) II 型裂纹

(c) III 型裂纹

图 4: 三种裂纹角分布函数图

2.5 请补充裂纹面点载荷应力强度因子确定的完整步逐。

对于裂纹问题的点载荷，实际上为张开型与平面剪切两部分的叠加，根据已有的两种情况的渐
进解，此时有裂纹问题的点载荷的基本解

σ11 + σ22 =
2KI√
2πr

cos θ
2
− 2KII√

2πr
sin θ

2
, (2.5.1)

又因为 z − z0 = x1 + ix2 = reiθ 与 K = KI − iKII，式 2.5.1通过变换有

σ11 + σ22 = Re
[ √

2K√
π(z − z0)

]
. (2.5.2)

弹性力学中的通解
σ11 + σ22 = 4Re [ϕ′(z)] , (2.5.3)

所以有
K = 2

√
2π lim

z→z0

√
z − z0ϕ

′(z). (2.5.4)
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在弹性力学多连体问题中，解析函数 ϕ1(z) 与 ψ1(z) 可能表现为多值的。因此需要合适的复变
函数选择来保证其单值性质。通过考察应力单值条件与位移单值条件，对于具有 m 个内边界和一个
外边界的一般多连体，则有一般表达式

ϕ1(z) = −1 + µ

8π

m∑
k=1

(F̄xk + iF̄yk) ln (z − zk) + ϕ1∗(z), (2.5.5a)

ψ1(z) =
3− µ

8π

m∑
k=1

(F̄xk − iF̄yk) ln (z − zk) + ψ1∗(z). (2.5.5b)

设定其外边界趋于无限远，则该情况变为无限大的多连体，再将函数在无限远处的性质考虑进
来，则有

ϕ1(z) = −1 + µ

8π
(F̄x + iF̄y) ln z +Bz + ϕ0

1(z), (2.5.6a)

ψ1(z) =
3− µ

8π
(F̄x − iF̄y) ln z + (B′ + iC ′)z + ψ0

1(z), (2.5.6b)

其中 ϕ0
1(z) = a1/z + a2/z

2 + · · ·，ψ0
1(z) = b1/z + b2/z

2 + · · ·。
通过保角变换

z = ω(ζ) = R

(
1

ζ
+ c0 + c1ζ + c2ζ

2 + · · ·
)
, (2.5.7)

有

ϕ1(ζ) =
1 + µ

8π
(F̄x + iF̄y) ln ζ +Bζ + ϕ0

1(ζ), (2.5.8a)

ψ1(ζ) = −3− µ

8π
(F̄x − iF̄y) ln ζ + (B′ + iC ′)ζ + ψ0

1(ζ), (2.5.8b)

其中 φ0
1(z) = a1ζ + a2ζ

2 + · · ·，ψ0
1(z) = b1ζ + b2ζ

2 + · · ·。
又因为 ϕ′(z) = ϕ′(η)/ω′(η)，z = ω(η) = a(η + 1/η)/2，再联系式 2.5.4，可得

KI =
P

2
√
πa

(
a+ b

a− b

)1/2

+
Q

2
√
πa

(
k − 1

k + 1

)
, (2.5.9a)

KII = − P

2
√
πa

(
k − 1

k + 1

)
+

Q

2
√
πa

(
a+ b

a− b

)1/2

. (2.5.9b)

其中平面应力问题中 k = (3− µ)/(1 + µ)，平面应变问题中 k = 3− 4µ。

2.6 什么是复合型断裂准则?

通常裂纹体所受载荷并不一定是单一类型的，而是多种的组合。我们得到符合型裂纹的渐近解，
在构造应力强度因子时候，根据不同因素的重要程度，选取合适的系数将不同类型的典型裂纹解进
行线性叠加，进而得到复合型断裂准则。
平面问题 K =

√
K2

I + αK2
II ≤ KIC。

空间剪切问题 K =
√
K2

II +K2
III(or KIIIC)。

空间拉-剪耦合问题 K =
√
K2

I + α(K2
II +K2

III) ≤ KIC。

3 第三次作业

3.1 试简述固体中总势能的改变与裂纹扩展的关系。

裂纹扩展对应总势能减小。在线弹性情况中，总势能的改变是通过能量释放率与裂纹扩展联系
起来的，对于裂纹扩展的耗散能量减去表面能对裂纹面积的偏导数，当其大于零时，裂纹呈现出扩

8



断裂力学课程作业（前八次作业）

展状态，等于零时为临界状态，小于零时候为裂纹不扩展。

3.2 针对典型的 II 型和 III 型裂纹尖端渐近解，试推导能量释放率的表达式。

对于 II 型，要用到的相关的应力和位移表达式：

σ21(r, 0) =
KII√
2πr

, (3.2.1a)

u1(r,±π) = ±KII(k + 1)

2G

√
r

2π
. (3.2.1b)

与

σyx(x, 0) =
KII√
2πx

, (3.2.2a)

u1(∆a− x,±π) = ±KII(1 + µ)(k + 1)

2G

√
∆a− x

2π
. (3.2.2b)

通过积分计算得到能量释放率

G = − 1

B

∂Π

∂l
=

(1 + µ)(k + 1)K2
II

2πE

1

∆a

∫ ∆a

0

√
∆a− x

x
dx =

K2
II

E′ . (3.2.3)

其中对于平面应力问题 E′ = E；对于平面应变问题中 E′ = E/(1− µ2)。
对于 III 型，要用到的相关的应力和位移表达式：

σ23(r, 0) =
KIII√
2πr

, (3.2.4a)

u3(r,±π) = ±2KIII

G

√
r

2π
. (3.2.4b)

与

σyz(x, 0) =
KIII√
2πx

, (3.2.5a)

u1(∆a− x,±π) = ±2KIII(1 + µ)

G

√
∆a− x

2π
. (3.2.5b)

通过积分计算得到能量释放率

G = − 1

B

∂Π

∂l
=

(1 + µ)K2
III

2πE

1

∆a

∫ ∆a

0

√
∆a− x

x
dx =

(1 + µ)K2
III

E
. (3.2.6)

3.3 针对下列裂纹体及载荷情况，试推导耗散能量的表达式。

如图 5所示。
对于第一种情况，有 KI = 1.122σ∞√

πa，可得

|∆Π| =
∫ a

0

B
K2

I

E′ da =
0.629πBa2σ∞

E′ . (3.3.1)

对于第二种情况，有 KIII = τ∞
√
πa，可得

|∆Π| =
∫ a

0

B
(1 + µ)K2

III

E
da =

(1 + µ)πBa2τ∞

2E
. (3.3.2)
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图 5: 两种裂纹情况

4 第四次作业

4.1 在复合型载荷作用下，裂纹可能会发生偏转，试简述裂纹偏转的条件。

裂纹尖端聚集的能量达到偏转的临界数值。也就是确定裂纹尖端应力场后，确定 Gθ = (1 −
µ2)(K̄2

Iθ + K̄2
IIθ)/E，根据其二阶导确定临界偏转条件。

4.2 如何由能量法确定平面裂纹问题和空间裂纹问题的能量释放率？

对于平面问题首先假设裂纹面张开呈现椭圆形，然后根据裂纹尖端渐进位移解，求出变形能，进
而得到能量释放率；对于空间问题，假设为三维椭圆片状裂纹，进而得到 y 方向裂纹张开的位移，再
根据裂纹面微弧长的变化求得裂纹面积改变得到能量的变化，最后得到能量释放率。但是对于空间
问题，理解为平面应变的情况，且对于不同类型的裂纹，需要加上不同的修正系数。

4.3 三维表面裂纹的能量释放率除了和裂尖奇异场相关之外，还与哪些因素有关？

还与裂纹的深度与快读、前后自由表面、裂纹于到达背面的距离、试件厚度相关。

5 第五次作业

5.1 导出证明

已知 ∇2∇2U(x, y) = 0，通过坐标转换，设 z = x+ iy，z̄ = x− iy，则有

∂

∂x
=

∂

∂z

∂z

∂x
+

∂

∂z̄

∂z̄

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
, (5.1.1a)

∂

∂y
=

∂

∂z

∂z

∂y
+

∂

∂z̄

∂z̄

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
. (5.1.1b)

进而可得

∂2

∂x2
=

∂

∂z

(
∂

∂z
+

∂

∂z̄

)
+

∂

∂z̄

(
∂

∂z
+

∂

∂z̄

)
, (5.1.2a)

∂2

∂y2
= − ∂

∂z

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
+

∂

∂z̄

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
. (5.1.2b)

则由上式可得

∇2U = 4
∂2U

∂z∂z̄
, (5.1.3)
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因此得证

∇4U = 16
∂4U

∂2z∂2z̄
. (5.1.4)

所以
U =

1

2

[
z̄ϕ(z) + zϕ̄(z) + χ(z) + χ̄(z)

]
= Re[z̄ϕ(z) + χ(z)]. (5.1.5)

5.2 行列式推导证明

对于行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c+ c− s+ s−

c+ c− −s+ −s−
−sλ+ −sλ− cλ+ cλ−

sλ+ sλ− cλ+ cλ−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (5.2.1)

通过行变换，可得 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 s+ s−

0 0 cλ+ cλ−

c+ c− 0 0

sλ+ sλ− 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (5.2.2)

因此有 s+c
λ
− = s−c

λ
+，c+sλ− = c−s

λ
+，即

(λn − 1) sin (λn + 1)π cos (λn − 1)π = (λn + 1) sin (λn − 1)π cos (λn + 1)π, (5.2.3a)

(λn − 1) cos (λn + 1)π sin (λn − 1)π = (λn + 1) cos (λn − 1)π sin (λn + 1)π. (5.2.3b)

可得

tanh (λn − 1)π =
λn − 1

λn + 1
tanh (λn + 1)π, (5.2.4a)

tanh (λn + 1)π =
λn − 1

λn + 1
tanh (λn − 1)π. (5.2.4b)

5.3 比较紧凑拉伸裂纹、均匀拉伸单边裂纹和三点弯曲裂纹的应力强度因子结果，分
析其异同。

三种的形式是基本相同的，但是不同点是分别除以最大弯矩。

6 第六次作业

6.1 就能量释放率准则而言，在线性弹性情况和弹塑性情况均有效，但对两种情况在
能量推导上最大的区别是什么？

对于玻璃、陶瓷等理想脆性材料，我们使用线弹性模型就可以描述其断裂特性，但是对于金属
等韧性材料，即进入了非线性断裂的范畴，相比之下，非线性断裂会发生幂律硬化的现象，此时我
们在进行能量计算的时候，需要考虑裂纹尖端的塑性区。对于线弹性情况，能量密度也可以直接使
用应力与应变乘积的一半进行描述，而对于非线性问题，需要进行积分运算。

11



断裂力学课程作业（前八次作业）

6.2 J 积分守恒性成立的条件是什么？

应力和应变单值对应；小变形；无体力。

6.3 为什么说弹塑性断裂的能量释放率准则与裂纹尖端张开位移准则是等效的？

是因为在 Dugdale 模型假设下，能量释放率与裂纹尖端张开位移成比例。

7 第七次作业

7.1 简述推导裂纹尖端弹塑性应力应变渐近场的步骤。

首先给出 I 型和 II 型裂纹的平面应变、幂硬化情况的基本关系，得到应力-应变曲线以及一般
情况本构关系，进而列出变形协调方程、裂纹面不受力的边界条件。之后利用对称与反对称条件简
化模型计算。对于多变量联立的一阶的方程，使用龙格-库塔法求解应力函数的渐近解。求出角分布
函数，再利用 J 积分确定系数，最后得到渐进解。

7.2 裂纹尖端弹塑性渐近解的重要意义是什么？

该渐近解在裂纹尖端附近区域趋向真实解，该解答提供了可作为断裂准则的有效参量且可测。
并且有了该解答，可以提供简洁的形式供人们使用。

7.3 试回答由下列叠加法确定裂尖弹塑性尖端场系数（J-积分）的方法是否正确，为
什么？

在线弹性问题中是可以使用的。但是在弹塑性框架下，在小范围屈服情况是正确的，因为此时
裂尖周围存在 K 场，其保证了外部的叠加原理成立；在大范围屈服情况不正确，因为完全的非线性
变形叠加原理不成立。

8 第八次作业

8.1 试证明坐标原点改变后，该渐近解也适用于弹塑性材料的裂尖弹性区

从极坐标角度看，裂纹尖端渐近解是满足力学基本方程（几何方程、平衡方程、本构关系）和
裂纹面边界条件以及裂纹前方对称条件的长度角度分离变量解（首项）。在坐标原点改变后，基本方
程仍然满足，对于边界条件，仍为从 −π 到 π 积分一圈的，就此而言，坐标原点在裂尖处的渐近解
形式与在裂尖前方 r = R 处的 r > R 区的渐近解，具有相同的形式。

8.2 什么是特征线？特征线的物理意义是什么？

特征线是材料受力变形后的最大剪应力线或剪应变线、主应力线或主伸长线等具有明确物理意
义的线均可被称为特征线。其中最大剪应力/剪应变对应的就是滑移线，线的两侧的材料有较大的运
动差异，可以在实验中观测到。尤其是对于弱硬化的材料，例如纯铜纯铝，在单向拉伸中，可以观
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测到明显的大致 45 度滑移线。但是在实验中主应力线不是特别明显的观测到，但是便于判断，比如
单向拉伸中拉伸方向即为主应力线。

8.3 在硬化材料的裂尖场中，无明显的特征线，而在弱硬化材料特别是理想塑性材料
的裂尖场中，存在明显的特征线及特征区，试分析可能的原因。

对于弱硬化材料，其中塑性变形占主导因素，由于塑性变形不可压缩，会发生塑性流动，其中
会分区域，总体变形协调约束，易发生剪切流动，进而会有一些特性突变的区域，因此会观测到滑
移线等。
而对于有明显硬化效应的，弹性变形不可忽略，此时弹性变形与塑性变形共同发生，体积会发

生变化，不会趋近于体积不可压缩，体积变化相对自由，不会发生一些明显的分区域（间断）现象。

8.4 试从下列理想刚塑性材料的速率应力协调关系

已知

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0, (8.4.1a)

∂vx
∂x

− ∂vy
∂y

=
σx − σy
2τxy

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
, (8.4.1b)

由于有

vx = vα cos θ − vβ sin θ, (8.4.2a)

vy = vα sin θ − vβ cos θ, (8.4.2b)

则分别沿着滑移线方向与主应力方向，有

dvα − vβdθ = 0, (8.4.3a)

dvβ − vαdθ = 0. (8.4.3b)
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